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Dans cet expose, je presente trois resultats concernant les varietes algebriques en 
caracteristique positive : 

a) Deux varietes propres et lisses sur Fg qui sont geometriquement birationnelles ont 
meme nombre de points rationnels modulo q {cf. T. Ekedahl, [2S])- 

b) Sur un corps fi,ni, une variete propre et lisse qui est de Fano, ou bien geometrique- 
ment faiblement unirationnelle, ou plus generalement rationnellement connexe par 
chaines, a un point rationnel (H. Esnault, |26|V 

c) Sur un corps algebriquement clos de caracteristique p > 0, le groupe fondamental 
d'une variete propre et lisse qui est de Fano, ou bien geometriquement faiblement 
unirationnelle, ou plus generalement rationnellement connexe par chaines, est un 
groupe fini d'ordre premier dp {cf. T. Ekedahl, pK]). 

Le point commun des demonstrations est un controle des valuations p-adiques des 
valeurs propres de Frobenius. Elles gagnent done a etre presentees dans le cadre d'une 
theorie cohomologique p-adique. La cohomologie rigide, developpee par P. Berthelot, 
fournit I'outil ideal pour cela. Elle a connu recemment des progres importants et je decris 
le formalisme auquel elle donne lieu. Les enonces ci-dessus s'obtiennent en controlant 
les pentes des F-isocristaux que fournit la cohomologie rigide. 

Je voudrais remercier P. Berthelot, J.-L. Colliot-Thelene, 0. Debarre, H. Esnault, 
B. Kahn, Y. Laszlo et J-P. Serre pour leurs conseils ou suggestions. 



1. AUTOUR DU THEOREME DE CHEVALLEY- WARNING 

Je commence cet expose par un enonce elementaire et assez ancien, du a C. Chevalley 
et E. Warning fHTj . 

Theoreme 1.1. — Soit F un corps fini, q son cardinal et p sa caracteristique. Soit 
Fi, . . . ,Fr des polynomes en Xi, . . . , Xn, a coefficients dans F et de degres di, . . . ,dr. Si 
n > di + ■ ■ ■ + dr, le nombre de solutions dans F" du systeme 

(1.2) Fi{xi,...,Xn) = ■■■ = Fr{Xi, . . . , X„) = 
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est multiple de p. 

La demonstration classique est tres simple et repose sur le fait que pour x G F, x'^^^ 
vaut 1 si X 7^ et sinon. Ainsi, le nombre de solutions du systeme est congru modulo p 
a r expression 

r 

xSF" 1=1 

Le produit 



i=l 



est un polynome de degre < (g — 1) ^ rfj. Soit 



-^m-^l • • • -^n 

un de ses monomes non nuls. On a done mi H — ■ + m„ < (g — 1) X] < ^(9' ~ 1) si bien 
que necessairement, I'un des entiers m,, disons mi, est strictement inferieur a g — 1 et 



n 



xeF" 1=1 teF 

puisque 



— 1 si (g — 1) divise m et m > 1, 
sinon. 



teF 

Ce theoreme a ete generalise par J. Ax [l] et N. Katz [39] : 
Theoreme 1.3. — Sib designe le plus petit entier tel que 

max di 

le nombre de solutions du systeme ()1.2p est divisible par g^. 

Leurs demonstrations sont assez savantes. Celle qu'a proposee recemment D. Wan 
dans [Ml est en revanche elementaire et tout a fait dans I'esprit de celle du theoreme ll.il 
Elle commence par une reduction des scalaires (a la Weil) au cas du corps premier Fp, 
introduite dans ce contexte par C. Moreno et O. Moreno '■ si on fixe une base de 
F sur Fp, de cardinal a, on se ramene a un systeme de ar equations en nr variables de 
degres di, . . . ,dr (a fois). Le nouvel entier b est ainsi egal a a fois I'ancien si bien que la 
congruence pour le nouveau systeme implique celle du theoreme 11.31 

Pour continuer la demonstration, dans le cas ou F = Fp, il est commode d'introduire 
I'anneau Zp des entiers p-adiques. C'est un anneau de valuation discrete complet, de 
caracteristique 0, de corps residuel Fp ; son ideal maximal est engendre par p ; il contient 
les p racines de I'equation x^ — x = (notons S cet ensemble). L'idee de base est 
maintenant que pour x G Zp, est congru modulo a 1 si x ^ (mod p), et a 
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si X = (mod p). Le nombre de solutions du systeme (ll.2|] est ainsi congru modulo 
a I'expression 

Par recurrence sur r, il suffit de montrer que 

r 

Y[Fi{^Y"^P-^^ = (mod 

ce que fait Wan en developpant F[ puis en constatant que la valuation des divers 
symboles du multinomes et celle de la somme de puissances qui apparaissent s'ajoutent 
pour depasser b. (C'est tout de meme assez delicat.) 



2. FONCTIONS ZETA ET COHOMOLOGIES DE WEIL 

Soit F un corps fini, notons q son cardinal. Dans [68j, A. Weil avait introduit pour 
tout systeme d'equations polynomiales a coefficients dans F, voire tout F-schema V de 
type fini, la serie generatrice 

Zv^(t) = exp(5^|V(F('^))|^] 

\a>0 J 

OU F*^") designe I'unique extension de F de degre a. B. Dwork [23] a demontre que 
c'est une fraction rationnelle (premiere conjecture de Weil). Ses zeros et ses poles sont 
necessairement des entiers algebriques. En fait, la congruence du theoreme II .31 implique 
qu'ils sont divisibles par dans I'anneau des entiers algebriques. 

Les deux autres conjectures de Weil ont ete demontrees par A. Grothendieck (ratio- 
nalite et equation fonctionnelle) dans SGA 5 et P. Deligne (analogue de I'hypothese de 
Riemann, [231), grace a I'introduction de la cohomologie (etale) £-adique, ou i est un 
nombre premier distinct de p. L'utilite d'une telle theorie cohomologique avait deja ete 
pressentie dans Particle de Weil. En effet, V dispose d'un endomorphisme de Frobe- 
nius F et I'ensemble V^(F*^")) n'est autre que le lieu des points fixes de ; il faudrait 
pouvoir disposer alors d'une formule des traces de Lefschetz. Les conditions necessaires 
sur une telle cohomologie ont ete rapidement formalisees sous le nom de cohomologie 
de Weil : la theorie cohomologique doit verifier la formule de Kiinneth, la dualite de 
Poincare, fournie par une classe fondamentale, et les sous-varietes (non necessairement 
lisses) doivent posseder une classe de cohomologie, compatibles an produit d'intersec- 
tion et a la classe fondamentale. Tout ceci est expose en detail dans [3Z|, en lien avec les 
theoremes de Lefschetz faible et difficile, les conjectures « standard » et la conjecture 
de Hodge. 
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Lorsque i ^ p, la cohomologie etale £-adique est effectivement une cohomologie de 
Weil. Lorsque £ = p, ce n'est pas vrai : if*(X, Qp) est nul des que i > dimX ce qui 
viole la dualite de Poincare. 

Finalement, par voie £-adique, on sait que la fonction zeta d'un F-schema geometri- 
quement connexe, propre, lisse de dimension d, est de la forme suivante : 

oil Piit) e Z[t], avec Po(t) = 1 - = 1 - q^'^t; si Pi(t) = n'Li(l - aijt), on 

sait aussi que les a^j sont des entiers algebriques de valeur absolue archimedienne g*/^ 
(hypothese de Riemann) et, si i p, de valeur absolue £-adique nulle. 

L'interpretation des valuations p-adiques des aij, et notamment de congruences du 
type fourni par les theoremes II . II et IT31 j ustifie la recherche d'une theorie cohomologique 
de Weil qui soit p-adique. 

II y a un autre interet — sur lequel insiste Kedlaya — des cohomologies p-adiques 
que je vais decrire maintenant : elles sont par nature plus calculables que ne I'est 
la cohomologie etale. II est par exemple remarquable que soient apparus recemment 
trois algorithmes efficaces (Satoh Kedlaya IIH], Lauder- Wan (i^) pour calculer le 
nombre de points de certaines varietes algebriques sur un corps fini, et tons trois sont 
de nature p-adique. Celui de Kedlaya repose sur I'explicitation de la cohomologie de 
Monsky-Washnitzer, celui de Lauder- Wan est inspire de la demonstration par Dwork de 
la rationalite de la fonction zeta. De meme, c'est par des techniques p-adiques que Bom- 
bieri [12] a etudie le degre des numerateurs et denominateurs de fonctions rationnelles 
associees a des sommes d'exponentielles. 



3. COHOMOLOGIES p-ADIQUES 

Mais avant cela, il faut peut-etre dire pourquoi il n'existe pas de cohomologie de Weil 
sur la categoric des varietes algebriques projectives lisses sur un corps algebriquement 
clos de caracteristique positive a valeur dans la categoric des Q-espaces vectoriels de 
dimension finie. Pour toute cohomologie de Weil a valeurs dans les if-vectoriels {K est 
un corps commutatif), le d'une courbe elliptique E est de dimension 2. De plus, pour 
tout endomorphisme non nul a de E, I'endomorphisme a* : H^{E) H^{E) est injectif, 
d'ou une injection de I'anneau (oppose a celui) des endomorphismes de E dans I'anneau 
des matrices 2 x 2 a coefficients dans K. En caracteristique 0, tout irait bien (d'ailleurs, 
la cohomologie singuliere est une cohomologie de Weil), mais en caracteristique finie, 
il existe des courbes elliptiques supersingulieres dont I'anneau des endomorphismes est 
plus gros que prevu : c'est une algebre de quaternions sur Q. Comme une telle algebre 
ne se plonge pas dans M2(Q), il n'y a pas de cohomologie de Weil a coefficients dans Q. 
M. Deuring a meme montre que I'algebre de quaternions End{E) Q est ramifiee en 
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p et I'infini, c'est-a-dire que End(i?) Qp et End{E) ® R sont des corps gauches. Cela 
empeche aussi K = Qp on K = H. (Get argument est du a J-P. Serre, cf. [32j.) 

La theorie que nous utiliserons dans cet expose est la cohomologie rigide, construite 
par P. Berthelot. Elle unifie deux theories disjointes qui sont la cohomologie de Monsky- 
Washnitzer [HEl, valable pour les varietes affines et lisses, et la cohomologie cristal- 
line (221 E], qui a de bonnes proprietes pour les varietes propres et lisses. Cette theorie 
est encore eparpillee dans la litterature, et un petit guide de lecture ne sera peut-etre 
pas inutile. II faudrait aussi citer les travaux de Y. Andre, F. Baldassarri, P. Berthelot, 
B. Chiarellotto, G. Christol, R. Crew, B. Dwork, Z. Mebkhout, P. Robba, N. Tsuzuki... 

Je trouve I'introduction que propose Berthelot dans |2] tres agreable a lire ; le gros 
article |3] fournit des details importants dans la construction (les fameux « theoremes 
de fibrations »). L'article [H] est tres important : outre la demonstration du fait que la 
cohomologie rigide d'une variete lisse est de dimension finie, on y trouve les theoremes 
de comparaison avec les theories de Monsky-Washnitzer et cristalline. Concernant ce 
theoreme de finitude, citons aussi Particle [HI] de Z. Mebkhout qui propose une de- 
monstration de la finitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer independante des 
theoremes de de Jong sur I'existence d'alterations. Notons que la finitude de la cohomo- 
logie de Monsky-Washnitzer n'etait pas connue avant ces deux articles, a I'exception du 
et du par P. Monsky. La finitude de la cohomologie rigide dans le cas general est 
demontree (independamment) dans Particle [Si] de E. Grosse-Klonne et dans celui ^S] 
de N. Tsuzuki dans lequel il etablit un theoreme de descente cohomologique propre. 

La dualite de Poincare et la formule de Kiinneth sont etablies dans la note [HI de 
Berthelot. Enfin, I'existence de classes de Chern est demontree par D. Petrequin [59] . 

Qu'est ce que la cohomologie rigide ? Disons tout d'abord que c'est une sorte de 
cohomologie de de Rham. Fixons quelques notations : soit k un corps de caracteristique 
p > 0, fixons alors un anneau de valuation discrete complet V de corps residuel k, 
dont nous noterons K le corps des fractions, suppose de caracteristique zero, et vr un 
generateur de Pideal maximal de V. Nous supposerons que V admet un endomorphisme 
a qui se reduit modulo vr en Pautomorphisme de Frobenius a : x de k ; alors, a 

s'etend en un endomorphisme de K. Dans tout ce qui va suivre, on pent se limiter au 
cas important ou le corps k est suppose parfait et ou V est Panneau des vecteurs de 
Witt de k. 

Soit X un fc-schema et essayons de definir la cohomologie rigide de k. Ce seront 
des X-espaces vectoriels. Le cas ideal est celui ou X est la reduction modulo p d'un 
y-schema propre et lisse X. Dans ce cas, X dispose d'une cohomologie de de Rham 
definie algebriquement : I'hypercohomologie du complexe des formes differentielles sur 
X ; ce sont des V-modules de type fini. Un point crucial, deja a la base de I'existence de 
la cohomologie de Monsky-Washnitzer, est que ces modules ne dependent pas du choix 
de X — autrement dit, si X' est un autre V-schema propre et lisse de meme reduction 
modulo p, on a un isomorphisme canonique H}yj^{X) ~ H}yj^{X'). 
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Du point de vue topologique, une variete plongee dans un espace lisse est retracte 
par deformation d'un voisinage tubulaire assez petit, et il est possible de definir sa 
cohomologie a I'aide de celle de ces voisinages. En caracteristique zero, Hartshorne 
avait etudie une cohomologie de de Rham pour des varietes singulieres definie suivant 
ces lignes ; le role du voisinage tubulaire y est joue par le complete formel de I'espace 
ambiant le long de la variete dont il s'agit de definir la cohomologie. 

La definition de la cohomologie rigide « naive » suit cette approche si ce n'est qu'il faut 
plonger et relever. Supposons done que X est un sous-schema d'un schema propre et lisse 
P, reduction d'un V-schema V ; I'exemple important est bien entendu I'espace projectif. 
A V est associee une variete analytique rigide, notee P — c'est une structure plus riche 
que la structure analytique p-adique naive sur V ® K qui donne lieu a une theorie des 
faisceaux non triviale (penser que la topologie de K est totalement discontinue!). 

Un point de P se specialise en un point de P : dans le cas de I'espace projectif, il suffit 
de chasser les denominateurs pour qu'un point soit a coordonnees homogenes dans V, 
non toutes multiples de tt, puis de reduire modulo vr ces coordonnees homogenes. Dans 
P, on pent alors definir le tube de X comme I'ensemble des points de P qui se reduisent 
en un point de X. Ce tube, note usuellement ]X[, est une variete analytique rigide (pas 
forcement quasi-compacte). Par exemple, si X = {0} et V = P^, ]X[ s'identifie au 
« disque unite ouvert », forme des x & K tels que \x\ < 1. Si X = et P = P\ ]X[ 
est alors le « disque unite ferme », forme des x & K tels que |x| < 1. 

La cohomologie rigide naive de X est la cohomologie de de Rham du tube de X. 
D'apres un theoreme de fibration, elle ne depend pas du choix de V. Si Ton pent 
prendre P = X, c'est-a-dire si X est propre, lisse et relevable, la cohomologie definie 
n'est autre que la cohomologie de de Rham tensorisee par K. Si X est propre et lisse, 
on retrouve la cohomologie cristalline de X tensorisee par K. Ce sont en particulier des 
i^-espaces vectoriels de dimension finie. 

En revanche, si X n'est pas propre, cela ne suffit pas. Prenons I'exemple de la droite 
affine X = et de son tube ]X[ = {x ; |x| < 1}. Le complexe de de Rham dont la 
cohomologie rigide naive est la cohomologie est donne par 

K{X} ^ K{X}, f = J2 ^f' = Yl 

oil K{x} est I'anneau des series entieres a coefficients dans K dont les coefficients 
tendent vers (de sorte qu'elles convergent sur le disque ferme). On a bien H^^-f{A^) = 
K, mais H^^-f{A^) n'est pas nul puisque la serie / = n'a pas de primitive 

dans K{x}. En fait, H^^-f{A^) est meme de dimension infinie. 

Monsky et Washnitzer ont remarque que la situation s'arrange notablement si I'on 
remplace I'anneau K{x} par celui des fonctions qui convergent dans un disque un 
pen plus gros que le disque unite (on dit qu'elles surconvergent) . Notons K{x)'^ cet 
anneau : il est forme des series ^ a^x" telles que limsup log|an|/ logn < 0. Le complexe 
de de Rham surconvergent de la droite affine a alors la cohomologie attendue car si 
/ = ^ ttnx'^ converge sur le disque |x| < A, avec A > 1, ses primitives convergent sur le 
disque ouvert |x| < A, done sur tout disque ferme |a;| < A' avec 1 < A' < A. 
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C'est ainsi que pour definir la cohomologie rigide en general, il faut introduire ce que 
Berthelot appelle des voisinages stricts du tube (analogues des disques fermes |a;| < A 
pour le disque unite) et la cohomologie du complexe de de Rham forme des formes 
differentielles surconvergentes, c'est-a-dire que convergent dans un voisinage strict non 
precise de ]X[. 

Outre la cohomologie rigide H^^^^X/K), Berthelot definit aussi une cohomologie a 
support H*^^^^{X / K) (pour Z C X) et une cohomologie a support propre H*^^^{X/K). 
lis sont de dimension finie (voir les references plus haut). Ce sont les analogues alge- 
briques de la cohomologie d'une paire et de la cohomologie a support propre. 

Ces espaces de cohomologie sont compatibles a I'extension des scalaires si K' est une 
extension isometrique de K, d'anneau de valuation V, de corps residuel k', il existe un 
isomorphisme canonique 

K' ®K h:,^{x/k) ^ h:,^{x'/k'), 

ou X' = k' <^k X- (Voir (H], prop. 1.8, pour le cas d'une extension finie, le cas general 
est plus difficile et est affirme a la fin de 0.) 

Disons un mot des fonctorialites dont disposent ces cohomologies. La cohomologie 
rigide est naturellement contravariante pour les morphismes de /c-schemas. La coho- 
mologie a support propre n'est contravariante que pour les morphismes propres, et est 
covariante pour les immersions ouvertes. Sur la cohomologie rigide des varietes lisses, la 
dualite de Poincare permet d'en deduire une fonctorialite covariante (avec un decalage 
de deux fois la dimension) pour les morphismes propres (« morphismes de Gysin »). 

Le morphisme de Frobenius Fx n'est pas un morphisme de /c-schema, sauf si k = Fp, 
mais il se factorise en 

X k®,X ^x 

ou le premier morphisme est /c-lineaire et le second est le morphisme de changement 
de base par le Frobenius a de k. Grace a la compatibilite des scalaires, si a est un 
endomorphisme de V qui induit le Frobenius modulo tt, on en deduit un endomorphisme 
cr-lineaire de la cohomologie rigide : 

F: H*.^{X/K) ^ H:,^{X/K), F{ax) = a{a)F{x), 

et de meme pour les cohomologies a support et a support propre. 

Les espaces de cohomologie rigide s'inserent dans des suites exactes d'excision fami- 
lieres : si U est un ouvert de X et Z le ferme complementaire, on a des suites exactes 

Hl,^^,{Z/K) ^ Hl,^^,{X) ^ Hl,^AU) ^ 

et 

Celles-ci sont d'ailleurs equivariantes pour les divers morphismes de Frobenius (voir [T5] . 
th. 2.4). 
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Dans tout ceci, je n'ai en fait parle que des « coefficients constants ». L'analogue des 
faisceaux localement constants est fourni par les F-cristaux surconvergents : ce sont 
des fibres vectoriels sur un voisinage strict du tube munis d'une connexion integrable 
et d'une structure de Frobenius. La cohomologie a support propre d'un F-isocristal 
surconvergent et la formule des traces de type Lefschetz sont etudiees dans les ar- 
ticles [23 [2H] d'Etesse et Le Stum. La finitude de la cohomologie rigide d'un F-isocristal 
surconvergent, la dualite de Poincare et la formule de Kiinneth sont demontrees dans 
la prepublication [ii] de K. Kedlaya. 

La theorie des P-modules arithmetiques de Berthelot est censee fournir une categoric 
de coefficients stable par les six operations de Grothendieck, mais a ma connaissance, 
ceci n'est pas encore demontre. 

4. F-ISOCRISTAUX 

(Pour ce paragraphe, Particle de Katz est un must.) Supposons pour simplifier 
que k est un corps parfait de caracteristique p > 0,V I'anneau des vecteurs de Witt de k 
et K son corps des fractions. Soit a I'automorphisme de V qui releve I'automorphisme 
de Frobenius de ; il s'etend a K. 

Definition 4.1. — Un F-isocristal sur K est un K-espace vectoriel de dimension finie 
muni d'un endomorphisme a-lineaire injectif. 

Par exemple, soit a G Q* un rationnel non nul, notons a = r/d avec {r,d) = 1 et 
d > 0, et soit Ma = K'^, de base (ei, . . . ,6^), muni de I'endomorphisme a-lineaire F 
donne par 

F{ei) = €2,. .., F{ed-i)=ed, F{ed) = p^'ci. 
De meme, les espaces de cohomologie rigide d'un schema de type fini sont naturellement 
des F-isocristaux (I'injectivite n'est pas evidente et sera etablie au paragraphe suivant.) 

Si (M, F) est un F-isocristal, on pent exprimer F dans une i^'-base de M a I'aide 
d'une matrice A G Mn{K) {n = dimi^M). II y a aussi une notion evidente de somme 
directe, de produit tensoriel, exterieur, symetrique, d'homomorphisme de F-isocristaux. 

Si le corps k est algebriquement clos, la categoric des F-isocristaux a ete elucidee par 
J. Dieudonne et Yu. Manin (HHl : tout F-isocristal est somme directe de F-isocristaux 
(simples) du type Ma. Cela permet de definir les pentes d'un F-isocristal M : ce sont 
les rationnels a tels que Ma soit un sous-objet de M. Si M ~ 0M^°, la mutiplicite 
de la pente a dans M est par definition egale a Ua dim Mq,. 

Si le corps k n'est pas algebriquement clos, les pentes d'un F-isocristal sont celles du 
F-isocristal obtenu apres tensorisation par le corps des fractions de W{Fp). 

Quel que soit le corps k, pour tout rationnel a, on pent definir facilement le plus 
grand sous-F-isocristal de M dont les pentes sont > a. Fixons une base de M, 

d'ou on deduit une norme ultrametrique ||-|| sur M. L'ensemble des x G M tels que 
la suite (||F"(x)||p"")„ soit bornee est un sous-i^'-espace vectoriel de M, stable par F; 
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il ne depend pas de la base choisie. Cela definit une filtration decroissante de M par des 
sous-F-isocristaux, exhaustive (si les coefficients d'une matrice de F sont de valuation 
> r, M = M-*", plus un raisonnement analogue pour F~^). 

Pour synthetiser les pentes d'un F-isocristal, il est commode de definir son polygone 
de Newton. Si les pentes de (M, F) sont les rationnels ai < ■ ■ ■ < ctn, comptees avec 
multiplicites (done dimM = n), c'est par definition I'unique fonction NwtM : [0; n] — >■ R 
qui est affine par morceaux, continue, verifie NwtM(O) = et est de pente aj sur 
I'intervalle + 1]. 

Lorsque le corps k est fini, on a une autre caracterisation des pentes. Supposons pour 
simplifier que a" soit I'identite, ce qui est verifie dans le cas important ou k = Fpa et 
V = W{k). L'application F"- est alors iiT-lineaire et la decomposition de Jordan fournit 
une autre caracterisation des pentes : 

Proposition 4.2. — Soit M un F-isocristal et supposons que cr" = id. Soient 
Ai, . . . , A„ les valeurs propres de l'application K-lineaire F°'. Les pentes de M sont les 
ordp(Ai)/a. 

Combinons cette proposition avec la formule des traces de Lefschetz en cohomologie 
rigide : En effet, si X est un schema separe de type fini sur un corps fini Fg, avec q = p"", 
on a pour tout entier n > 0, 

2dimX 

|X(F,)|= (-l)^Tr(F-|i7lg_,(X/if)). 

i=0 

Ainsi, on constate que minorer les pentes de la cohomologie rigide a support propre 
fournit des congruences p-adiques pour sa fonction zeta. Precisement : controler la 
partie de pente implique des congruences modulo p pour |X(Fg)|, controler la partie 
de pentes < 1 des congruences modulo q. 

Dans cette veine, il faut citer un resultat fondamental, du a Mazur [^211^11 moyennant 
des hypotheses restrictives, et Ogus [3 chap. 8] en general. Soit X un fc-schema propre et 
lisse ; sa cohomologie rigide (cristalline en fait) fournit un F-isocristal H^^^{X/W{k)) ® 
FracWlk) dont nous noterons Nwt^"* le polygone de Newton. Par ailleurs, X a des 
nombres de Hodge hi = dim^ if™~*(X, ^x/k)- Definissons le m-ieme polygone de Hodge 

de X, ndg^"*, comme la fonction continue affine par morceaux qui vaut en 0, est de 
pente sur I'intervalle [0; ho], de pente 1 sur I'intervalle [ho; ho + hi], etc. 

Theoreme 4.3. — On a rinegalite NwtP > HdgJ^^ 

On en deduit des theoremes de type Chevalley- Warning et notamment une autre 
demonstration du theoreme 11.31 de Ax-Katz dans le cas lisse et homogene. 

COROLLAIRE 4.4 (a la Chevalley- Warning) . — Soit X une intersection complete lisse 
de dimension d dans P""^, definie sur le corps fini Fg. Alors, le nomhre de points 
de X{Fqs) est egal au nomhre de points de F'^iFgs) modulo q^^ oil b est le plus petit 



914-10 



entier i > tel que dimH'^^^Q^) ^ 0. (Si d\^...^dr sont les degres des hypersur- 
faces qui definissent X, I'entier h est egal au plus petit entier superieur ou egal a 
{n - Y^di)/ max(c/j).) 

5. PENTES DE LA COHOMOLOGIE RIGIDE 

Je donne dans ce paragraphe deux resultats generaux concernant les pentes de la 
cohomologie rigide a support propre. Le premier decrit la partie de pente 0, le second 
precise les pentes possibles. 

Theoreme 5.1. — Pour tout schema X, separe et de type fini sur un corps algehri- 
quement clos de caracteristique p > 0, on a un isomorphisme canonique 

Hl{X,Ct,)®Kc^Hl.,^^,{X/K)\ 

oil Vexposant signifie qu'on considere la partie de pente dans le F-isocristal donne 
par la cohomologie rigide. 

Lorsque X est propre et lisse, ce theoreme est dii a Bloch (lorsque p est assez grand) 
et Illusie (pour tout p, (HHl, II, 5.4). Dans le cas general, c'est un resultat d'Etesse et 
Le Stum ([2H1, prop. 6.3). 

lis se deduit dans ce cas des proprietes du complexe de de Rham-Witt via une gene- 
ralisation de la suite exacte d'Artin-Schreier 

^ {Z/pZ)x ^Ox^Ox^O 

(suite exacte de faisceaux etales sur X). Plus generalement, si WnOx designe le faisceau 
des vecteurs de Witt de longueur n sur A, on a une suite exacte de faisceaux etales 
sur A : 

^ (Z/p"Z)x ^ Wr^Ox ^ WnOx 

qui induit par passage a la cohomologie, puis passage a la limite une suite exacte en 
cohomologie etale : 

^ Hl,{X, Zp) ^ H\X, WOx) ^ H\X, WOx) ^ 

qui identifie if?^(A, Qp) A au plus grand sous-F-isocristal de pente dans le F- 
isocristal -ff*(A, WOx) ®w{k) K. (Compte tenu du fait que H^{X, WOx) est pour tout 
entier i un W^(fc)-module de type fini, la surjectivite de 1 — F est une propriete generale 
des F-cristaux, cf. par exemple IHS], H, 5.3.) La theorie du complexe de de Rham-Witt 
de Bloch et Illusie, et en particulier la degenerescence de la suite spectrale des pentes 
([35]. II, 3.5), implique que ce dernier espace vectoriel est le plus grand sous-F-isocristal 
de pentes [0; 1[ dans Hl-^J^X/K). Le resultat s'ensuit si A est propre et lisse. 

Dans le cas general, Etesse et Le Stum combinent des suites exactes dArtin-Schreier, 
le calcul syntomique de la cohomologie cristalline (initie par Fontaine et Messing 
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dans [2n|), la cohomologie cristalline « de niveau variable » et un theoreme de Berthelot 
selon lequel cette derniere permet de calculer la cohomologie rigide. 

Theoreme 5.2. — Soit k un corps parfait de caracteristique p > 0, X un k-schema 
de type fini de dimension d. 

a) pour tout i, Hl-^^^^{X/K) est un F-isocristal dont les pentes appartiennent a I'inter- 
valle [max(0, i — rf), min(z, d)] ; 

b) si X est lisse, c'est encore vrai de Hl^^^X/K). 

(Dans le cas non lisse, la cohomologie rigide fournit encore des F-isocristaux, mais je 
ne sais pas ce qu'on pent dire des pentes.) 

Le b) est consequence du a) compte tenu de la dualite de Poincare en cohomologie 
rigide : il existe un morphisme trace 

H^iciX/K) ^ K 

tel que Tr oF = p^F qui induit par cup-produit des isomorphismes {X est lisse) 

H:,^ix/K)c^H^f^:ix/Kn-d) 

ou le twist {—d) signifie que le Frobenius est multiplie par p'^. Notons au passage que 
cela implique I'injectivite des Frobenius sur la cohomologie rigide {resp. la cohomologie 
rigide a support propre). 

Avant de montrer le a), faisons quelques remarques. 

1) On pent supposer que le corps k est algebriquement clos et que X est reduit. On 
pent aussi supposer que X est connexe car la cohomologie rigide d'une reunion disjointe 
est la somme directe des cohomologies rigides. 

2) Si X est projective et lisse, le theoreme de comparaison entre cohomologies rigide 
et cristalline implique que H^^^^X/K) est un F-isocristal a pentes positives ou nulles. 
Par dualite de Poincare, elles sont done < d. Le theoreme de Lefschetz faible en coho- 
mologie cristalline implique alors que les pentes appartiennent a I'intervalle [0;i], done 
a I'intervalle [i — d; i] via la dualite de Poincare. 

3) Si U est un ouvert dense de X et Z le ferme complementaire, la suite exacte longue 
d'excision 

Hl,^^,{Z/K) ^ Hl,^^,{U/K) Hl,^^,{X/K) 

et I'hypothese que I'assertion a) est verifiee en dimension < dimX montrent qu'il est 
equivalent de demontrer I'enonce a) pour X et pour U . 

4) Si f/' ^ f/ est un revetement etale de fc-varietes lisses, la cohomologie rigide a 
support propre de U' admet celle de U comme facteur direct, si bien qu'il suffit de 
demontrer I'assertion a) pour U' . 

Demontrons maintenant a) par recurrence sur la dimension de X. D'apres le theoreme 
d'alteration de de Jong (1^11, th. 4.1), il existe un ouvert dense U C X, une /c-variete 
projective et lisse X', un ouvert U' C X' et un revetement etale U' U. 
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D'apres 2), I'assertion a) est vraie pour X' . D'apres 3), elle est done vraie pour U' et 
la remarque 4) entraine sa veracite pour [/, done aussi pour X grace a 3). 

Remarque 5.3 (References bibliographiques). — La demonstration est celle suggeree 
par Berthelot dans remarque 3.9 et se trouve aussi dans Particle [T2| de B. Chia- 
rellotto et B. Le Stum. En suivant cette approche, ces auteurs ont aussi elucide la 
structure des poids (c'est-a-dire des valeurs absolues archimediennes des valeurs propres 
de Frobenius) sur la cohomologie rigide a support propre d'une variete sur un corps 
fini (cf. Iini et [El). lis doivent faire usage du theoreme de Katz-Messing : dans |i2] . 
ces derniers deduisent des conjectures de Weil et du theoreme de Lefschetz difficile 
en cohomologie £-adique les theoremes correspondants en cohomologie cristalline. 
Signalons aussi que Kedlaya a recemment adapte a la cohomologie rigide (voir ^j). la 
demonstration par Laumon des conjectures de Weil. 

On pent en fait demontrer un analogue de ce theoreme sur un corps fini, via la 
cohomologie etale £-adique, et c'est ainsi que procede Ekedahl dans [in]. Cela necessite 
de montrer au prealable que les valeurs propres de Frobenius sur la cohomologie i- 
adique a support propre sont des entiers algebriques, ce qui est fait par Deligne (§ 5 
de I'expose [ID])- On pent alors, par un devissage analogue, etudier leurs valuations 
p-adiques. 

Enfin, signalons un article de M. Kim [10] dans lequel la cohomologie rigide est 
remplacee par celle d'un complexe de de Rham-Witt a poles logarithmiques. 



6. LES THEOREMES D'EKEDAHL ET ESNAULT 

Dans ce paragraphe, je presente deux theoremes dus a T. Ekedahl [22] et H. Es- 
nault [2n] qui permettent de controler la partie de pentes < 1 dans la cohomologie 
rigide. Leur utilite apparaitra aux paragraphes suivants, lorsque nous deduirons de 
cette partie de pente < 1 des renseignements geometriques. Dans [HE], B. Kahn rede- 
montre ces enonces analogues a I'aide des motifs birationnels, notion qu'il a introduite 
avec R. Sujatha. 

Si (M, F) est un F-isocristal et si a G Q, notons et les plus grands sous- 
F-isocristaux de M dont les pentes soient respectivement strictement superieures et 
inferieures a a. 

Theoreme 6.1 (Ekedahl). — Soit k un corps parfait de caracteristique positive. Soit 
X etY deux k-schemas de type fini, integres de meme dimension d. 

a) S'il existe une application rationnelle dominante X , il existe pour tout i, une 
injection de F-isocristaux (canonique) de if^jg ^.(y)^'^"^ dans Hl^^^^{X)^'^~^ ; 

a') S'il existe une application rationnelle dominante X ^ Y et si X et Y sont lisses, 
Hl-(Y)^^ s'injecte canoniquement dans H^-^X)^^. 



914-13 



b) 5"^ X etY sont birationnels, alors pour tout i, i/^jg ,,(X)>'^ ^ et Hl^^ ^{X)^'^ ^ sent 
des F-isocristaux isomorphes. 

b') Si X etY sont lisses et birationnelles, alors pour tout i, les F-isocristaux if*ig(X)^^ 
et if*ig(y)'^^ sont isomorphes. 

Les enonces a') et b') se deduisent des enonces a) et b) par dualite de Poincare. II est 
par ailleurs clair que a) implique b), ce qui nous ramene a demontrer I'enonce a). 

II existe des ouverts lisses et denses U <Z X ei V <Z Y sur lesquelles I'application 
rationnelle X ^ Y induit un morphisme fini et plat f : U V . Les suites exactes 
d'excision associees aux ouverts U et 1^ et I'etude des pentes de la cohomologie rigide 
a support propre impliquent que I'on a des isomorphismes (induits par les inclusions) 

Par ailleurs, a / est attache deux morphismes de F-isocristaux 

U : Hl,^^^{U/K) ^ Hl,^^^{V/K) et /* : Hl,^^^{V/K) Hl,^^^{U / K) 
tels que f\ o f* = deg(/). II en resulte que /* est injectif et le resultat s'en deduit. 

Theoreme 6.2 (Esnault). — Soit k un corps de caracteristique p > 0. Soit X une 
variete propre et lisse telle que, notant Q une cloture algebrique du corps des fonctions 
k{X), CHo(Xf7)Q = Q. Alors, pour tout i > 0, Hi-^{X/K)<^ = 0. 

On pent supposer que k est algebriquement clos. D'apres un theoreme de Bloch (0121, 
je rappelle aussi I'argument plus bas), il existe un ouvert dense ?7 de X et un point 
xq G X{k) tel que sur U x X, notant Ax la diagonale de X x X, 

(6.3) Ax = Ux [xo] dans CHrf(t/ x X)q. 

Autrement dit, le graphe C f/ x X de rimmersion fermee j : f/ — > X est lineairement 
equivalent a U x [xq] dans CB.d{U x X)q. 

Remarquons qu'une classe de cohomologie a G H^i^{U x X) definit une correspon- 
dance sur la cohomologie rigide a support propre : 

: ^ig,c(f^) ^ Hli,,ciU X X) ^ Hl^l'iU X X) ^ Hl,^^^). 

L'application q* existe car X est propre, I'accouplement fla vient de celui entrep coho- 
mologie rigide a support propre et cohomologie rigide (defini dans [HI) et l'application 
est la transposee, via la dualite de Poincare, de l'application p* sur la cohomologie 
rigide. Le graphe de j a une classe 7(Fj) dans H'^f^iU x X), construite dans et Ton 
a pour tout i, 

Mais la decomposition (|6.3jl affirme que modulo I'equivalence rationnelle, Tj = p*[xo], 
done, en passant aux classes de cycles ((HHI, prop. 6.10), 

7(F,)=p*7(N), ii[xo]) e H^iiX) 
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Par suite, pour toute classe ^ G i/*ig^(?7), 

Comme p*{q*{^)) € Hl^^^(X), il est nul pour i < 2d et finalement, les homomorphismes 
J* : Hhig, c{U) if^jg ^.(X) sont nuls pour < i < 2d. (En degre 2d, c'est un isomor- 
phisme.) D'apres le theoreme ils induisent des isomorphismes sur les parties de 
pentes > d — 1. Par consequent, pour tout le F-isocristal if^jg ^.(X)^'^^^ est nul. 
Par dualite de Poincare, Hl^^^X)^^ = si i > 0. 

Donnons pour terminer la demonstration de I'existence d'une decomposition 
L'hypothese est que CB.q{Xq)q = Q, ou est une cloture algebrique de k{X). On 
suppose toujours que le corps k est algebriquement clos. Soit xq un point geometrique 
de X et soit rj son point generique ; ils definissent deux points de X{k{X)) et leur 
difference a est un 0-cycle sur Xk{x)- Par hypothese, leur difference est de torsion sur 
Xq, done sur une extension finie K de k{X). En prenant des normes, on voit que a est 
deja de torsion dans CHo(Xfc(x)). Cela signifie qu'il existe un ouvert ?7 de X tel que le 
d-cjcle d = X X [xq] — Ax est de torsion sur U x X. 

Rappelons maintenant quelques conditions qui affirment que le groupe CIIq{Xq)q^ 
est egal a Q. 

Une classe importante de varietes ou elle est verifiee est fournie par les varietes (geo- 
metriquement) rationnellement connexes : il s'agit de varietes propres X pour lesquelles 
deux points generaux (disons sur une extension du corps de base de cardinal non de- 
nombrable) sont joints par une courbe rationnelle, c'est-a-dire par I'image d'un mor- 
phisme — s> X. Les varietes faiblement unirationnelles sont evidemment rationnelle- 
ment connexes; I'enonce b) redonne ainsi I'un des resultats principaux de la note |25| . 

Plus generalement, une variete X est dite rationnellement connexe par chaines si 
deux points quelconques sont joints par une chaine de courbes rationnelles. D'apres un 
theoreme du independamment a F. Campana et J. Kollar, Y. Miyaoka et S. Mori, les 
varietes de Fano, c'est-a-dire les varietes projectives lisses dont le fibre anticanonique 
est ample, sont rationnellement connexes par chaines. (Voir [20], prop. 5.16.) En carac- 
teristique zero, une variete propre et lisse qui est rationnellement connexe par chaines 
est en fait rationnellement connexe. 

On pent demontrer que si X est rationnellement connexe par chaines, deux 
points quelconques de X sont relies par une chaine de courbes rationnelles. Ainsi, 
CHo(Xn)Q = Q. 

Remarque 6.4- — Si dimX < 3, et si X est separablement unirationnelle, ou bien 
de Fano, on salt que les groupes de cohomologie H\X,Ox) sont nuls pour i > 1 
(Nygaard Shepherd-Barron ^^). On pent alors en deduire que pour i > I, 

H\X, WOx) = 0, d'ou une autre approche au theoreme 16.21 
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Remarque 6.5. — Dans |26j, H. Esnault enonce son theoreme sous I'hypothese, appa- 
remment plus forte, que CH°(Xn) = Z; elle est en fait equivalente. Notons CH°(Xf2)° 
le noyau de I'application degre CE^{X^) ^ Z et soit alb: X ^ A I'application d'Alba- 
nese de X^. Comme A est engendree par I'image de X, I'application CH°(Xn)° ^ A{Q) 
deduite de alb est surjective. Si CH''(Xn)Q = Q, CH°(Xq)° est un groupe de torsion, 
Aip) aussi, et done A = Par ailleurs, un theoreme de Roitman [HOI complete par 
Milne (HHl afiirme que I'application CH°(Xq)° AiVL) induit un isomorphisme sur les 
sous-groupes de torsion. II en resulte que CH°(Xq)° est sans torsion, done nul. Ainsi, 
CH°(Xo) = Z. 



7. RETOUR SUR LA FONCTION ZETA 

Comme je I'ai deja mentionne au § 5, la formule des traces de Lefschetz en cohomologie 
rigide a support propre montre que la partie de la cohomologie de pente < a fournit 
une congruence modulo pour le nombre de points rationnels. 

Par suite, les theoremes 16.11 et 16.21 impliquent le theoreme suivant : 

Theoreme 7.1. — Soit X et Y deux varietes propres, lisses et geometriquement 
connexes sur le corps fini Fg. Soit Q une cloture algebrique de ¥q{X). 

a) Si et sont birationnelles, alors |X(Fq)| = |F(Fg)| (mod q) ; 

b) Si CHo(Xf,)Q = Q, alors |X(F,)| = 1 (mod q). 

Meme si I'enonce a) ne figure pas explicitement dans la note (SHI, e'en est une conse- 
quence immediate. D'un autre cote, il est evident si X et F sont liees par un eclatement 
de centre lisse. II le serait plus generalement pour tout couple de varietes birationnelles, 
si Ton disposait d'un theoreme de factorisation faible en caracteristique positive. Dans 
leur article recent |4Si|, G. Lachaud et M. Perret ont fait marcher cette approche en 
dimension 3. 

Puisque les varietes de Fano sur un corps algebriquement clos sont rationnellement 
connexes par chaines, il en resulte ainsi le theoreme, conjecture par Lang et Manin [HI] : 

COROLLAIRE 7.2 (Esnault). — Soit X une variete de Fano sur un corps fini Fg. Alors, 
|X(Fq)| = 1 (mod q). II est en particulier non nul. 

On en deduit aussi le resultat : 

Proposition 7.3. — Soit X une variete propre, lisse et geometriquement connexe sur 
un corps fini Fg. Supposons que X soit geometriquement dominee par une k-variete Y , 
propre, lisse et connexe, de meme dimension, telle que Hl^iY, Qp) =0 si i ^ ^. Alors, 
pour toute extension finie F de Fg, |X(F)| = 1 (mod p). 
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Remarque 7.4- — Le theoreme d'Esnault peut etre mis en parallele avec plusieurs resul- 
tats recents. Soit k le corps des fonctions d'une courbe projective et lisse sur un corps 
algebriquement clos. Graber, Harris, Starr [SO], et de Jong et Starr ont montre 
qu'une /c-variete projective, lisse qui est separablement rationnellement connexe a un 
point rationnel. Un tel corps fc, de meme qu'un corps fini, est Ci, done de dimension 
cohomologique au plus 1. Cependant, Colliot-Thelene et Madore ont construit dans [TH] 
une surface cubique sur un corps p-adique qui n'a pas de point rationnel. La question 
de savoir si une variete separablement rationnellement connexe (voire rationnellement 
connexe par chaines) sur un corps Ci admet un point rationnel reste ouverte. 

Remarque 7.5. — Contrairement au theoremes d'Ax et Katz, la demonstration du theo- 
reme 16.21 necessite une hypothese de lissite Bloch, Esnault et Levine [in] ont propose 
de remplacer la decomposition de la diagonale dans le groupe de Chow (formule ()6.3|l ) 
par une decomposition analogue dans un groupe de cohomologie motivique adequat. 
Leur condition entraine une minoration des pentes de la cohomologie rigide et ils ont 
montre qu'elle est verifiee dans le cas des hypersurfaces de degre d < n eventuellement 
singulieres de I'espace projectif P". 

Les varietes singulieres ne sont pas couvertes par le theoreme I6.2[ alors que 

8. SIMPLE CONNEXITE DE CERTAINES VARIETES 

On peut aussi appliquer ces considerations pour etudier le groupe fondamental de 
certaines varietes algebriques, notamment les varietes unirationnelles. 

Rappelons que J-P. Serre a demontre dans f62| que le groupe fondamental d'une telle 
variete est trivial, pourvu que le corps de base soit de caracteristique zero. 

Lemme 8.1. — Soit X une variete projective lisse, geometriquement connexe, sur 
un corps de caracteristique zero. On suppose que X est unirationnelle, ou que X 
est de Fano, ou, VL designant la cloture algebrique du corps des fonctions de X , que 
CH°(Xn)Q = Q. Alors, x{X,Ox) = 1- 

Dans le premier cas, on a en effet H^{X, = 0, pour i > 0, comme on le voit 
en tirant une i-forme de X a I'espace projectif : elle y sera reguliere hors d'un lieu de 
codimension 2, done partout, done nulle. En caracteristique zero, cet espace a meme 
dimension que H\X, Ox), d'ou I'assertion. Dans le second cas, si z > 0, H^X, Ox) est 
dual de if'^~*(X, cj^^^), done est nul par le theoreme d'annulation de Kodaira. 

Le dernier cas se demontre en decomposant la diagonale mais en theorie de Hodge. 
Par le meme argument que dans la preuve du theoreme 16.21 il existe un ouvert dense U 
de X tel que I'application H}jj^{X) — H}jj^{U) soit nulle pour z > 0. D'autre part, la 
theorie de Hodge mixte de P. Deligne fournit une factorisation 

Wj,^{X) W^^iU) ^ H\X,Ox), 
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I'application composee etant surjective (c/. (22], (3.2.13), (n)). II en resulte que 
H\X,Ox) = pour i > 0. 

COROLLAIRE 8.2. — (En caracteristique zero.) Une variete propre et lisse qui est uni- 
rationnelle, ou de Fano, ou rationnellement connexe par chames, n'a pas de revetement 
etale fini non trivial. 

Si /: F ^ X est un tel revetement, remarquons que I'hypothese implique que Y 
est aussi unirationnelle {resp. de Fano). Par suite, on a x(^) C'y) = 1- Or, le theoreme 
de Riemann-Roch implique que /*ch(Oy) = deg(/) ch((9x), si bien que xO^^^^y) = 
deg{f)x{X,Ox)- Necessairement, deg(/) = 1. 

Remarque 8.3. — a) Si le corps de base est C, le groupe fondamental topologique de 
telles varietes est aussi trivial. 

b) Soit X une surface d'Enriques sur le corps des nombres complexes. Bloch, Kas et 
Lieberman montrent dans [H] que sur X, tout zero-cycle et de degre nul est ration- 
nellement equivalent a 0. L'hypothese CHo(Xn)Q = Q ne suffit done pas a assurer la 
validite du corollaire precedent. 

En caracteristique p > 0, les choses sont plus compliquees. Tout d'abord, il existe 
des surfaces unirationnelles non simplement connexes (Shioda, |M|) : si p 7^ 5 et j9 ^ 1 
(mod 5), la surface d'equation 

X^ + xf + x| + x| = 

dans est unirationnelle mais possede une action libre du groupe des racines 5-iemes 
de I'unite (par — > C^i)- La surface de Godeaux obtenue par quotient est alors 
unirationnelle mais n'est pas simplement connexe : son groupe fondamental est Z/5Z. 
Get exemple montre aussi qu'en caracteristique positive, une variete rationnellement 
connexe par chaines X ne verifie pas forcement H\X, Ox) = 0. 

Nous allons demontrer une generalisation d'un resultat d'Ekedahl ([2n]) qui repose 
sur une formule d'Euler-Poincare en cohomologie etale p-adique, demontree par R. Grew 
dans [ini. 

Proposition 8.4. — Soit k un corps algebriquement clos de caracteristique p et soit 
f : Y X un revetement etale galoisien de k-schemas separes de type fini, de degre une 
puissance dep. On a alors les formules suivantes entre caracteristiques d'Euler-Poincare 
en cohomologie etale d support propre : 

Xet,c(l^, Qp) = deg(/)xet,c(X, Qp) et Xet,c(>^, Z/pZ) = deg(/)xet,c(X, Z/pZ). 

En considerant la suite exacte 

^ Zp ^ Zp ^ Z/p ^ 
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et en utilisant le fait que la cohomologie etale a support propre a coefficients dans Zp 
est representee par un complexe parfait de Zp-modules, on demontre que 

Xet,c(X, Qp) = Xet,c(X, Z/pZ) et Xet,c(X, Qp) = Xet,c(X, Z/pZ), 

si bien que la seconde formule implique la premiere. 

Le faisceau etale /^(Z/pZ) sur X est localement constant et correspond a une 
representation de son groupe fondamental sur un Fp-espace vectoriel de dimen- 
sion d = deg(/), representation qui provient d'une representation de Gal(F/X). 
Comme ce groupe est un p-groupe, cette representation est extension successive de re- 
presentations triviales. Autrement dit, /*(Z/pZ) est extension successive de d faisceaux 
Z/pZ. Par suite 

XetAy, Z/pZ) = Xet,c(X, UZ/pZ)) = dXetA^, Z/pZ). 

D'apres le lemme I5.H si X est unirationnelle, resp. Fano, resp. rationnellement 
connexe par chaines, sur un corps algebriquement clos k de caracteristique p, on a 
Xet,c(^5 Qp) = 1- Mais un revetement etale d'un tel X est aussi unirationnel {resp. Fano, 
resp. rationnellement connexe par chaines). L'argument utilise dans la preuve du co- 
rollaire 18.21 permet alors de montrer le theoreme suivant, du a Ekedahl dans le cas 
unirationnel. 

Proposition 8.5. — Soit k un corps algebriquement clos de caracteristique p > et 
soit X une variete propre, lisse sur k. 

Si X est Fano, ou si X est rationnellement connexe par chaines, son groupe fonda- 
mental est un groupe fini d'ordre premier a p. 

Avant de demontrer ce resultat, rappelons que les varietes dites separablement ration- 
nellement connexes sont simplement connexes. (Cela resulte du theoreme de de Jong 
et Starr, cf. I'expose |2T] d'O. Debarre). 

Par ailleurs, on pent demontrer qu'une variete propre, definie sur un corps alge- 
briquement clos qui est normale et rationnellement connexe par chaines, a un groupe 
fondamental fini (Campana jTHI en caracteristique zero. Voir |T1| pour le cas general.) 

Demontrons maintenant la proposition l8.5l Soit F — X un revetement etale galoisien 
de groupe G. Si X est de Fano {resp. rationnellement connexe par chaines), notons que 

Y Test aussi. Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G, de sorte que le revetement 

Y Y/ P est etale galoisien de groupe P. Les varietes F, Y/ P verifient Xet^Xi Qp) = 
XetiXl P, Qp) = 1 et la formule de Crew affirme que Xet(Xi Qp) = \P\Xet(X I Pi Qp)- 

a done P = {1}. 
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